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ABSTRACT 

The class L p the classes 2-SLp of spaces 2 isomorphic to subspaces of L p 
spaces and 2-QL p of subquotients have been characterized in the literature 
by formulas of certain simple forms. A theorem of Krivine gives a general 
demonstration of these results in the framework of ~ normed spaces. In 
particular, characterizations of subspaces and subquotients of certain cla- 
sses of generalized Orlicz spaces are obtained. 

Par un th6or6me inspir6 de r&ultats classiques de la th6orie des mod61es en 

logique, mais ne ndcessitant aucun r6sultat de logique pour sa d6monstration,  

J. L. Krivine a trouv6 une m6thode extr~mement claire pour r6soudre le probl~me 

suivant: trouver la forme de la caract6risation des classes de Banach stables par 

ultraproduit et surtout ayant trouv6 la caract6risation de T e n  d6duire la carac- 

t6risation de 2-ff classe des espaces 2-isomorphes/t  T et de 2-QT classe des espaces 

2-isomorphes aux quotients de 5 .  Nous exposons ici ce th6or6me dans le cadre 

gdndral d 'une  thdorie des ~-espaces, extension formelle des espaces d 'Orl icz 

g6ndralisds, c'est-h-dire des intdgra!es d'espaces d 'Orlicz (sommes continues). 

Dans ce cadre nous gdn6ralisons et donnons une d6monstration unitaire des 

r6sultats de Lindenstrauss et Pelcynski [7] concernant 2-SL p, de Kwapien [4] 

2-SQL p, de Dacunha-Castelle et Krivine [3] concernant certaines classes d'Orlicz.  

Dans la premi6re partie, nous avons introduit le calcul des ultraproduits 

d'espaces d'Orlicz, qui a probablement des liens 6troits avec la th6orie des 

isomorphismes entre ces espaces ([8], [1]). 

261 



262 

1. 

A. 

que 

1. 

2. 

D. DACUNHA-CASTELLE Israel J. Math., 

~-espaees et espaees d'Orliez gdn~ralisds 

4;-espaces. Soit E un espace vectoriel sur ~ et 4/: E ~ R + une fonct ion telle 

~,(x) = 0 ,~, x = 0, 

~ ( -  x )  = ~ ( x ) ,  

3. 4J(Ox + (1 - O)y) < 04J(x) + (1 - O)tp(y) pour  tout  0 e [0, 1], x, y e E. 

est donc  convexe et ~b~(2) = ~b(2x) est une fonct ion convexe sur ~.  En posan t  

Ilxll = infR+ {2,~(x/).)< 1} on ddfinit sur E une structure d ' e space  normd 

(immddiat) .  

EXEMPLES 1) Soit E un espace de Banach,  ~ ( x ) =  F([[ x ][), oia F est une 

fonct ion convexe. 

2) Soit F une fonction convexe I~ + ~ ~+ ,  satisfaisant la condit ion A2 d 'Or l icz :  

il existe k > 1 avec F(2x) < k F(x) pour  tout  x. L ' espace  LF(f~ ,p)  des / t -c lasses  

de fonct ions f ,  F -sommables ,  est un r  de Banach,  avec 

$(f)  = :n F(lf])d#. 

PROPOSITION. Tout quotient de ~-espaee est un ~-espaee. 

De mani&e prdcise, soit (E, ~) un O-espace de Banach et soit F un sous-espace 

fermd de (E, ~k). Soit E '  = E / F ,  ~ la classe de x. Posons ~(.~) = inf  (~k(y), y -  x E F}. 

Alors ( E ' , ~ ) e s t  un ~-espace et on a I lx l lE '~- - I lx l l , :~ ,  c 'est-fi-dire que les 

structures quotients  assocides au ~ et b. la norme  ddfinie par  ~k sont identiques. 

La ddmonstra t ion en est immddiate.  

Si ( E l , ~ l )  et (Ez, ff2) sont deux ip-espaces, une 4;-isomdtrie (resp. un 2-4/- 

i somorphisme)  sera une applicat ion lindaire T :  E I ---,E2, surjective, telle que 

~2(Tx)=r  ) (resp. telle que supx(r162 ).). Nous  

indiquerons plus loin, le r appor t  entre $ - i somorphismes  et i somorphismes  au 

sens des Banach,  dans les cas qui nous intdressent. 

B. Fonctions ~ majorant $. Soit (E,40 un $-espace,  soit r une fonct ion 

R + --. ~+  telle que 

1) ~ ( x )  = 0 , ~  x = 0,  

2) �9 est continue au point  1. 

On  dit que r majore  ~ si l ' on  a 

~b(itx) < ~().), pour  tout  x ~ E. 
~ ( x )  = 
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On a une notion semblable de fonction �9 minorant ft. 

EX~VLE 1. Si on consid&e l'espace d'Orlicz Lv(~,la) la fonction 0(2) 

= sup~RF(2x)/F(x) ,  majore ~. 

De m~me 1/0(1/2)  minore ~. Ceci est g6n6ral. Si �9 majore if, O-1(1/2) minore 

Si (E, ~b) est major6 par 0,  on a 6videmment ~b(x,)--, 0 (resp. ~ )  .~  [I x, l[--' 0 

(resp. ~ )  et tout 2ff-isomorphisme (au sens pr6c6dent) est un ).'-isomorphisme 

(2 et ).' en g6n6ral diff&ents). 

C. OpJ.rations sur les famillesmajordes de ~-espaces. Soit (Ei,r une 

famille de ~-espaces index& par I. Nous supposons que les ~l sont tous major6s 

par la m~me fonction 0.  

La C-somme (directe) de la famille (E i, ~i)l~ ~, not& @i~ t (El, ~tl) est le sous- 

espace de I-Ii~iEi, constitu6e des families (xi)i~ I telles que Y.i~l~i(xi) < ~ .  

Enfin, soit q / u n  ultrafiltre sur I (suppos6 non trivial saul indication contraire). 

L'ultraproduit  des ~-espaces (Ei, t~i) suivant q /es t  ainsi d6fini. 

Soit B = {(xi)i~1, il existe M avec tpi(x,)< M). On pose sur B, ~,((xi)i~) 

= lim~, ~i(xi). On pose 

~ r  = ((x~)~,  E B, ~((x3io~) = 0}. 

Alors B / r162 est par d6finition l 'ultraproduit not6 Hi  ~ ~ Ei/q/: c'est un r de 

Banach. 

I1 est alors imm6diat de v6rifier que ultraproduit au sens des ~-espaces et 

ultraproduit au sens des espaces de Banach [3] coincident. 

D. Classes ~ de fonctions convexes. Espaces d'Orlicz 9dn~ralis~s. On notera 

~- une classe de fonctions convexes F:  R + ~ R +, F(0) = 0, F(1) = 1, (F pourra 

~tre suppos6e strictement croissante), qui a les propri6t6s suivantes: 

l) On suppose qu'il existe une fonction �9 sur ~+ convexe donc continue en i, 

avec 

F(;.x) + 
< 0(2) pour tout x, 2 e R , ,  F e o~-. 

F ( x )  = 

2) Pour toute famille (a~)~ t, a ie  R+, tout ultrafiltre, trivial ou non, q / su r  I, 

o n  a 

r~(aix) 
lira ~ ,  si Fi ~ ~ pour tout i. 

~a Fl(ai) 
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EXEMPLE 1. ~- = {XP~ PO > 1. 

On d6finira pour ~- donn6e, une classe d'espaces L~ de la mani~re suivante. 

Soit (~, /0 un espace mesur6, et G: f~ x R + ~  ~+ une application telle que 

G(co, .) ~ ~ pour tout co. On note alors L~(I2,/~) l'espace des classes de fonctions 

f /~-mesurables telles que Ip~(f)= fG(co, lf(co)])dl~(co)< oo. I1 est facile de 

v6rifier que Lo est un ~b-espace de Banach. Lorsque G varie ainsi que (f~,/~) on 

appelle L~ la classe de tous les espaces LG(f~,/~) (espaces d'Orlicz g6n6ralis6s). 

THt~OR~ME l. La classe L~  est stable par  ul traprodui t  et Ip-somme directe. 

D~MONSTRATION. Sur La(f~,/~), on pose Ilfll = inf(2 > 0, ipf/2 < 1) off 
r  .fnG(co,f (co)) d~(co). 

Alors, il est clair que L~ est r6ticul6 pour l'ordre naturel et que l 'on a l e s  

propri6t6s suivantes: 

1) 0 < f  < g ~ Ilfll < II g 11 

2) f t~ g = 0 ~ ff(f + g) = ~b(f) + ~p(g). 

Soit (L~,(f~i, iQ)i~ i une famille d'espaces de L~ et l 'ultraproduit 

B = I-I La,(~i, ~ti)/~. 
i e l  

Les propri6t6s 1 et 2 ne passent pas h l'ultraproduit, mais elles sont impliqu6es 

par les propri6t6s plus fortes suivantes qui passent b, l'ultraproduit, si 

f , g  > 0 ,  ona  

~(f)  + r =< r  + g) __< r  + f n g) + r + f N g). 

On peut donc appliquer h B les propositions 2.1 et 2.2. de [3] qui montrent que 

si (fi~)i~1 est un systOme maximal ( ~ A )  d'616ments __> 0, deux ~t deux disjoints 

de norme 1 de B, si B~ est l'espace de Banach engendr6 par les 616ments 

{(g,)i~ ~; il existe M avec (g,);~ < M(f.~),~ t} 

alors B = @, ~ ABe. 

On a donc a montrer que, si ( . fo)~l  est un 616ment de norme 1 de B et Bo 

l'espace associ6 ~ ( f~  i~ i, alors Bo ~ Ls~. 

On pose f~ = lq i~  fli, et on d6signe par ~ ( f ~ i , / ~ )  l'espace de fonctions 

mesurables born6es sur f~i, avec [Ifiil =supo,~n, Ifi(coi)l. L'application de 

s = I-[i i ~ ( f~ i , /~ i ) /~  dans po(f~) qui / t  (f~)i ~ ~ associe f :  f~ ~ ~ d6finie 

f(co) = lime fi(coi) (co = (coi)~ ~ ~) 
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est un i somorph i sme  de .L# dans l~176 pour  les structures d ' espace  de Banach 

r6ticul6 et d 'alg~bre.  

On peut  done  consid6rer .L# = l~ ~ ( ~ )  oh ~ est I 'espace compac t  des 

ultrafiltres sur f~, (spectre de l 'alg~bre l~(f2)). 

De plus il est clair que sift.._qa et s i f e s t  inversible dans  l~(~) ,  alors son inverse 

est dans .L#. I1 en rdsulte que -~ = ~ ( K ) ,  K 6tant un espace compac t  quot ient  de ~ .  

Tou t  616ment t5 de K est done  repr6sent6 par  un ultrafiltre sur ~ ;  route fo rme  

lin6aire > 0 sur f f  est une mesure de Radon  _> 0 sur K.  

Soit f =  (fi) ,e i ~ Bo, avec If, [ __< Mfi  ~ pour  tout  i c I .  On pose 

#(co) = lim f/(co~) �9 
f~ ' 

I f, co, 
h(co) = lira 

, G,(co, lf~ 

On a g(co) < M,  h(co) < O(M) done  g, h ~ .L~'. 

On  d6finit G,~e.ff: en posant ,  pour  x e R  +, 

Go,(x) = lira Gi_(coi, xfl~ 
Gl(co,f~ 09,) 

Fi(a~x) 
En effet si F~ ~ . ~ ,  lim~ ~ e ~ par  hypoth~se. 

De plus si x~ ::> x, x~ e R +, c o m m e  

_ _  < Fi(aix ) < 

et que �9 est cont inue au point  I ,  O(1) = 1, on a 

et done  

lim Fi(aix~) = 1 
Fl(aix)  

lira Fi(a ix i~) -  lim Fi(alx) 
Fiai ~ Fi(a~) " 

Par  suite h(co) = G,o([g(co)[ off G est une appl icat ion f) x R+ 

=  (co, [ 

telle que G(co, ') c .~.  Si 6 a K,  x ~ IR +, on pose 

..+R+ 

G(6, x) = lim G(co, x ) .  
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A x fix6, G(0, x) est continue (car G(co, x) ~ ~ ) .  A 6 fix6, G(6, ") ~ ~ .  
En fait G est continue K •  R +. En effet si 6 est assez voisin de 60 , 

]G(6, Xo) - G(6 o, Xo) ] < e/2, et si on choisit alors x assez voisin de Xo pour que 

)] (~b (x-~) 1 ) xo 

4, tx) 

d'off l a(a, x ) -  a(a, ~o)1 < ~/2 et donc l a(a, ~ ) -  a(ao, ~o/I < , .  Soit 0 ~ h, 0 = ( 0 , ) ,  ~ L. 

On pose 

T(O) = lim t Oi(mi) Oi(ogi,f~ m~) #i(dcoi). 
J.Oi 

Ceci d6finit une forme lin6aire > 0 sur s et donc il existe une mesure de Radon 

telle que T(O) = [.K 0(6) p(d6), pour une certaine mesure de Radon # > 0 sur K. 

r(h) = f G(6, [ g ( a ) l ) ~ , ( d a )  
OK, 

L'application 

= lim fn, 
6 , ( c o , . f i ( ~ , ) ) _ .  ~o. . .  G ~  % t t ~  tc~ kti(d~ = 4J(f)" 

f = (fi)i ~ x -'+ g 

est donc un isomorphisme de ~-espace r6ticul6 d 'un sous-espace dense de Bo sur 

l(K) sous-espace dense de LG(K, p). Donc B o est isomorphe ~t L~(K, #). 

G~ndralisation et applications. 

On peut 6tendre (cf. [6]) ce type de rdsultats. On peut aussi en utilisant les 

r6sultats de [3] obtenir des pr6cisions. 

D~.FINmON. Une classe ~ de fonctions convexes F est dite ferm6e si elle 

v6rifie les conditions suivantes: 

1) F(0) = 0; (on ne suppose pas F(1) = 1). 

2) Les fonctions de ~- sont major6es par une m~me fonction ~. 

3) Si F E ~ ,  2F e g pour tout 2 e ~ +. 

4) Pour tout ultrafiltre q / sur  un ensemble J e t  toute famille (Fj)j ~ s de~,  on a 

lim~ F~ ~ ~' .  
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TH~O~.i~ME. Une classe d'epaces d'Orlicz L~ est stable par ultraproduit si 

et seulement si ~ est fermde. 

Soit l F l'espace des suites F-sommables. 

THI~OR~:ME. Toute ultra-puissance I~/~ de I res t  de la forme 

ou cette dernidre intdgrale est ainsi d~finie: il existe une application mesurable 

H : ~ x  E+--}~+,  o3 (~,~t) est un espace compact mesurd, telle que 

H(co,') E Eo(F ) avec 

Eo(F ) = {limaFj(bjx); a j, bj ~ R +, bj --} 0} 

-- la plus petite classe ferm~e contenant F. 

Nous avons introduit ici la notion de O-isomorphisme, car elle conduit /L 

certaines g6n~ralisations naturelles de propri6t~s importantes des espaces L p /L 

des classes plus larges d'espaces. C'est en particulier ce qui sera montr6 dans la 

deuxi~me partie. Mais du point de rue isomorphisme, la thdorie des 0-espaces est 

~videment plus pauvre. 

L'exemple suivant illustre la situation. Soit F donn6e, d6signons par C(F) les 

combinaisons convexes de fonctions du type aF(bx) et par C(F) les combinaisons 

convexes de fonctions de Eo(F ). Soit l~ l'espace des suites G-sommables. On a: 

THt!O~NE. 1. (Lindenstrauss et Tzafriri, [8]). l G est isomorphe ~ un sous- 

espace de lr si et seulement si G est dquivalente d une fonction de C(F). 

2) la est O-isomorphe dun sous espace de IF si et seulement si G est dquivalente 

gl une fonction de C(F). 

Les d6monstrations de ces r6sultats sont tr~s simples. 

2. Caract~risations et th~or~me de Krivine 

TH~O~ME. Soit ~ une classe de ~-espaces stable par ~-somme, ultraproduit, 

sous-espace et ~-isomdtrie. Alors fg est caractdrisde par un ensemble F de 

formules du type 

Vx~ ... Vx~ [,=~ )~ ~(a,'.~x~ + ... + a~.~x~) > O] 

(~ indice de la formule). La rdciproque est vraie. 
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D~MONSTRATION. La r6ciproque est 6vidente. 

Soit (F')  l'ensemble des conditions du type: 

'v'x~ ... Vx, (... ou ff(xi) :~ ai ou ... ou @(x i + xj - x~) ~ 0 

o u . - - o u  q,(x; - ;txj) # 0 ou . . . )  

qui sont vraies dans tout espace de cg. 

Soit alors une partie finie P d 'un  @-espace B satisfaisant/t (F'). P = { ; , , - - . ,&}.  

I1 existe un espace Ce de cg et des 616ments x ( . . .  x~ de Ce tels que 

g,(&) = @(x~'), i = 1,.. . ,  n, 

-~i + -xj = -~k ~ x f  + x f  = x ~  

& - 2 .~j = 0 ~ x r  - ). x ~] = O. 

P S ' i l  n'existai t  pas Cp et xl'  "" x~ on aurai t  

i , j , k  = 1, . . . ,n  

Vx,- .-Vx, ,(  ... ou ~(x~) ~ ~ ( ~ )  ou ... ou r + xj - xO # 0 

o u . . .  o u  ~,(x~ - ).x j) ~ 0 ou-- . )  

formule satisfaite pour tout espace C de cg,, done faisant partie de F mais non 

satisfaite par B, ce qui est impossible. 

Consid6rons alors l 'application i: B ~ I-Iv ~ e, Cp/ql (off q~ est un ultrafiltre sur 

l'ensemble ~ des parties finies de B, tel que pour tout P, {F, F ~ ~ ,  F -~ P} e q/) 

ddfinie par s ~ (Yp)e ~ ~, avec 

y~ = xp s i .~EP 

3,p=0 si s  

II est clair que grace ~t la propri6t6 de q/, ies t  une isom6trie lin6aire. D'apr~s les 

propri6t6s de c~, r I e ~ ,  Cp/~I est dans ~ et donc aussi B. (On n 'a pas utilis6 pour 

l 'instant le fait que c~ &ait stable par r 

Remarquons, que l 'on peut remplacer (F') par l'ensemble (F") de formules 

'r ...Vx~(..- ou ~(x~ + xj + x0  r a~jk ou. . . )  

de refaire le raisonnement pr6c6dent en cherchant x~,.. . ,x~ car il est facile 

tels que 

r  + e j  + &)  = ~(xf  + x ;  + x~) 

ce qui suttit ~ assurer l'existence d'une isom6trie i: C ~ H e ~ ,  Ce/ql.  
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Consid&ant alors, par exemple (F"), soit F,  l'ensemble des points 

(aijk)i,j,k= x ...... ~ R "3 qui apparaissent dans (F") et G. le compl6mentaire de F.. 

I1 est clair que C. est un cfne. On montre comme dans ([3-1, p. 329) que C. est 

ferm6. 

On peut alors 6crire (F") sous la forme: 

V X I  " "  VXn((~I (X  i "~ X j  "[- Xk)) i , j ,k  = 1,...,n ~ D.), 

D, d&ignant l'ensemble des points du c6ne C. effectivement atteints, c'est /t dire 

tels qu'il existe au moins {xl ." x,} ~ B, B ~ ,  tels que 

' E (r +Xj + Xk))i,jk= 1...,n Cn. 

Comme ~ est stable par ~ somme il est clair que D. est convexe, car si 

(xl x ' . ) E B ~ , ( y l . . .  ' '  ' "'" y . )  ~ C e c~ ,  o n  a 

(xl' + jq, "'" x" + y'.) c (B @ C)~o 

et 

~(x~ + y~ + . - .  + x" + y ')  = ~k(x~ + . . .  + x') + ~(Y'I + " "  + Y'.) 6D.. 

Soit alors (2~,j,k)~t e Ales  formes lin6aires d6finissant les hyperplans d'appui du 

c6ne convexe D,. (F") 6quivaut donc/t  l'ensemble des conditions 

VXl ... Vx, E 2i~,j,k~(Xi + Xj + Xk) > 0 C.Q.F.D. 
1 N l . j ,k<n 

(Remarquons que nous obtenons un peu plus que le th6or6m6 6nonc6 puisqu'on 

peut se limiter ~ des combinaisons lin6aires particuli~res du type x i + xj + Xk 

mais cela n 'a pas un int6r& fondamental!). 

TH~OR~ME. Soit o-~ une famil le  de fonctions convexes du type de celles 

indiquJes dans la premiere partie et SL~ la classe des sous espaces d'Orlicz 

9~n~ralisds La~. Alors SL~ est caract~risde par l'ensemble (F) des conditions 

du type 

2iF(ailxl + ... + a':x,) > 0 
i 

qui sont vraies sur R pour toute fonction F ~ ~ .  

DI~MONSTRATION. Ces conditions sont 6videmment n&essaires car tout Lr ~ L~.  

Elles sont suffisantes ear SL~ est la plus petite classe stable par ultraproduit 

C-somme, sous-espace et r contenant les ~,-espaces (E,F) b. une 

dimension. 
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EXEMPLE. 1) Si 9" = {xP}, les conditions sont donn~es dans [1]. 

Donnons maintenant le r6sultat important suivant, qui lie les caract6risations de 

diff~rentes classes. 

TH~ORi~ME. (Krivine). Soit E un ensemble et une injection a ~ x ,  de E dans 

l 'ensemble des variables. Soit ~ une classe de tp-espaces stable par V-somme 

directe et ultraproduit. Les conditions suivantes sont alors dquivalentes: 

1) II existe une application d~: E ~ C de E darts un espace C de c~ satisfaisant 

les propridt~s: 

k~ 

(*) Y ~ ~ ck(aI) ""+Uj .n  = ~  ;.j 6(Uj. 1 + ~ ep(a~) < 
j = l  

ofa a est un ensemble d'indices, %, zj, uj. 1 ~ •, a ~  E. On suppose que dans ces 

conditions est incluse une condition ~(~b(a))<= a a pour chaque a EE (aa~R+). 

2) Pour toute fami l le  (p~), p~ ~ gO+, p~ = 0 sauf  pour un hombre au plus f ini  

de valeurs de ~, telle que 

k .  

E p~ Z ~.~(uj, l x ~ + . . . + u j , . x . ) > O  
a j = l  

soit une formule  vraie dans tout espace de cg (x~ variable associde gt a~), alors on 

a aussi Z ,  p , z ,  >= O. 

Avant de faire la d6monstration du th6or6me nous allons donner deux exemples 

fondamentaux sous forme de th6or6me. 

On remarquera que dans ces exemples les ).] valent toujours +_ 1. 

EXAMPLE FONDAMENTAL 1. 

TH[OR~ME. Soit (~ une classe stable par ultraproduit et ~b-somme, 2 une 

rdelle fix~e, ~ la classe des espaces norm~s E tels qu'il  existe une application 

lindaire E ~ C de E dans un espace de cg avec ~b(2x) < ~ ( T  x) < ~(x). Alors ~ 

est caractdris~ par les formules: 

VX 1 "'" VXn(ZPtjR~I(XI -b Xj -[- Xk) ~ Z p;~I().XI)) 
si 

Vx~ ... Vx.(Ep,jk~(x, + xj + xk) >= E p;~(x3) 

est l 'ensemble des formules  de ce type (pijk, pZ~ ~) qui sont vraies pour tout 

espace C de c~. 
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D~.MONSTRAT~ON. E E ~z 6quivaut ~t: il existe C, ~b: E - C avec 

* (1) ~(). a) __< ~(~(a)) pour tout a ~ E 

* (2) ~(~b(a) + qS(b) + qS(c)) < ~(a + b + c) 

pour tout a, b, c ~ E (on ne pr6cise pas par un indice ~e ou IPc etc .... il n 'y a 

jamais d'ambiguit6 possible). 

En effet si (1) et (2) sont v6rifi6s, ~b est automatiquement une application 

lin6aire v6rifiant Ip(,t x) < ~(~b x) < ~p(x). Appliquant le th6or~me de Krivine, avec 

- ~(qS(a)) < - 0(2 a) 

ff(~b(a)) + qS(b) + qS(c) < ff(a + b + c) 

(condition qui inclue ~b(qS(a))< ~p(a)), on obtient le th6or6me cherch6. 

EXAMPLE FONDAMENTAL 2. 

TH~OR~ME. Soit cg une classe stable par ultraproduit et ~p-somme, ), ~ (0, 1), 

(QC~) z la classe des espaces de Banach E tels qu'il existe un espace C' quotient 

d'un espace C de c~ et une application T lindaire: E ~ C' avec tp(~x) < ~p(Tx) 

< tp(x). Alors (QT)z est caractdrisde par les formules 

Vxl ... Vx, ~(xi) > 
i 

i avec pj ~ ~, telle que les formules 

Vxl.. .  Vxn O(x3 >= 
i 

soient vraies sur tout espace C de ~.  

D~,MONSantATtON. Soit E un espace normL Si E ~ (QT)~, il satisfait clairement les 

formules indiqu6es d'apr6s la d6finition du ~ d 'un quotient (remarquer que tout 

ultraproduit de quotients est un quotient fort, c'est-h-dire un quotient pour 

lequel le ~k est atteint par un 616ment de chaque classe). 

Inversement supposons que E satisfasse les formules indiqu6es. I1 existe alors, 

d'apr~s le th6or~me (2 ~ 1), une application ~b:E ~ C telle que 

IP(~j,1 q~(al) + " "  + #in ~(an) >= Ip[-2(pj i al + " "  + #j,nan)] 
et 

r < ~p(a). 

Soit Co le sous-espace de C engendr~ par l'image de ~, soit T :Co ~ E d6finie 

par 



272 D. DACUNHA-CASTELLE Israel J. Math., 

T(). 1 ~(al )  + ... + 2,~(a,)  = 21a I + -.. + 2,a,. 

T e s t  lin6aire et de plus ~ ( x ) <  ~ ( T x ) <  ~k(x/2) donc T s'6tend b. Co (Tes t  

continue). 

Soit N = T -  ~ {0}, et U l'application induite par T, U: Co/N ~ E. U est bijective. 

Consid6rons alors U - I : E . - ,  C o / N  ( U - l ( a ) =  classe de q~(a)), donc 

~ ( U - l a )  < O(~(a)) __< if(a) 
et 

~ ( U - ' ( a ) )  > 4(2 a). 

Donc E est bien un espace de (QCK)a. C.Q.F.D. 

DI~MONSTRATION DU THEOR~ME. 

1 =~ 2 est 6vident. En effet si (1) est vraie, iI existe 

Donc  si 

km 
q~: E ~  C avec 

j = l  
2j ~(#j, 1 a 1 + ... + lah,,a ~ < "r~. 

p,  y. ;~7 .r  + . . .  + ~,: . ' )  >= o 
J J 

est vraie sur cg, en r6alisant x~ comme q~(a~) on a 

0 < ~ p= ~ ).~ ~ ( ~  #y,t~b(a~')) 

2 =~ 1. Soit E un ensemble. Soit S~  la classe des sous-espaces des espaces de cg. 

SCg est caract6ris6e par toutes les formules 

z o 4.,y, >= o 
j = l  

qui sont vraies dans c~ (d6monstration habituelle). Soit X l'ensemble des variables 

associ~es aux 616ments de E et ~' l'ensemble des termes 21xl + "'" + 2,x, 6crits 

avec ces variables (hi e R). ~ est donc le •-espace vectoriel de base X. Soit F: g' 

R + une fonction satisfaisant les conditions suivantes: 

l# 
(I) 

i=l 

bf F(c:,~ e~ + ... + c~,e,)  > 0 

B pour f l e  B, el, ..., e, ~ 8 ,  ci.~ ~ R 
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k_ 

2~F" ~ ~ x 
j = l  

off ~EA,  a t , . . . , a , ~ E ,  x~ associde h av 

De  (I) on ddduit  que (g,  F) est un ~,-espace de f ig,  de (II)  que l ' appl iea t ion 

a--+ x ,  de E dans ,g' satisfait h la condit ion 1 du thdor~me. 

Done  s'il  n 'existe pas de ~ : E --+ C satisfaisant (I), il n 'existe pas non plus de 

telle fonct ion F. 

Soit main tenant  A l 'espace veetoriel dont  une base est g U {1}, oh l # g .  

Pour  distinguer les dldments de ~ e t  de A, on notera  dans A, 

v l [ e t ]  + ...  + vn[en] 

les dldments de g', si e~ -.. e, �9 g'. 

Soit L une forme lindaire sur A telle que 

1) L ( I ) =  1 

2) L([-e]) >= 0 si e ~ 

3) L ~ v, [ i.l el + "" + c~.e. 

( " [  ] 4) L z ~ l -  Y~ 2j I~j, l x ~  >=0. 
j = l  

S'il n 'existe  pas de F, il ne peut  non plus exister une telle forme lin~aire L. 

Soit F le c6ne de A formd des combinaisons  lindaires positives de ces dldments 

intervenant  dans les formules  1. 2. 3 .4 .  ci-dessus. Mont rons  que F est un c6ne 

archimddien. 

I1 suflit de mont re r  que pour  tout [e] �9 F, il existe un nombre  posit if  a(e) tel 

que:  a(e) 1 - [e] e l - .  Or  tout  dldment e e d  ~ s 'dcrit  ~tx. ,  + ... + ~..x.. avec a~eE, 

;t~ e R. Or  on a a. ,1 - [x~ �9 F car pour  tout a �9 E on a 0(4~(a)) < e .  pour  un 

certain e .  (* de l 'dnoncd). 

Mais de O(2,x.,)<eO(2,)~O(x.,) on ddduit * ( 2 , ) [ x . , ] -  [ 2 , x . , ] e r  et 

~. tra,~(J. i ) l  --  ]~ [).iXa,] ~ F. 
i i 

Or  

~,[]~2txl] < __1 ]~b(2inxi  ) (convexit6) 
n 

__6 ~(n) Z~'().~x3 
n 
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donc r 
n 

- -  - r 

et par suite ~; a~, 1 - [~:2ix., ] e F donc F est archim6dien. 
n 

Comme il n'existe pas de forme lin6aire positive L sur F, avec L(1) = l, on a 

- 1 e F. Soit 

- 1  = Y~ v~[ej] + ~, Gp ~ b](2c~ , ,e , )  

ct j 

or vr, %, p~ > 0 et tous nuls sauf un nombre fini. 

Donc 

~p~z~ = - 1 
et 

] I- ] J y 

Remplaqant tous les ej et e i intervenant dans cette formule par leurs expressions 

du type e ( x , , . . . x , ,  et chaque [u] par O(u), le deuxi~me membre devient une 

formule qui est > 0 dans tout espace de la classe ~. Le premier membre l'est 

donc aussi et on a: 

P~ ~ 2; ( ~  P ; i x , , ) > 0 d a n s t ~  acedec~. 

Comme ~ p ~  t = - 1 la condition 2 du th6or~me n'est pas v6rifi6e, C.Q.F.D. 

3. Autres structures: ~/-espaces r6ticul6s. Espaces F et p-norm6s 

A) O-espaces r~ticulds. On appelle ainsi (espaces de Banach modulaires au 

sens d'Orlicz-Nakano) un O-espace r6ticul6, avec une fonction 0-compatible avec 

l'ordre, c'est-/t-dire v6rifiant de plus 

1) O(x + y) > O(x) + O(y) 

si x, y => O, O(x + y) > O(y) si x > O. 

2) ~(x + y) = ~(x) + ~p(y), s ix  n y = 0 

3) @xl)= O(x). 
Supposons que 0 soit domin6e par ~b, off ~ est une fonction du type de celle 

introduite ~t la premi6re partie, donc 0(2x)/O(x)<-q~(2). 
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Supposons  que ~" soit une classe de fonctions du type de celles introduites 5. la 

p remiere  par t ie .  

THI~OREME. S ' i l  ex is te  une  classe ~ de fonc t ions  convexes  tel le que  ~,(2x) /~ (x )  

, ~  pour  tout x ~ E, alors le ~-espace  r~ticuld (E, ~b) est un espace  Ls~. 

DI~MONSTRATION. Les condit ions imposdes 5' ~b font que (E, Ip) satisfait aux 

condit ions &appl ica t ion  du thdor~me 2.1. page 317 de [3]. Il existe donc  une 

alg~bre de Boole  ~ tel que l 'espaee des 6Idments ~-d tagds  soit dense dans (E, ~), 

(pour  la structure de Banach associde). La classe L~  dtant stable par  ul t raprodui t ,  

il sumt de mont re r  que tout  espace finiment engendrd rdticuld de ~ est isomdtrique 

5, un espace de Ls~. Or  les espaces rdticul6s finiment engendrds par  des Mdments de 

.~ sont de dimension finite et du type ).1Pl + "'" + 2,,u,, off ul ... u,  est une famille 

d 'dldments  de .~', dtrangers 2 5, 2, 2~ ... 2,, ~ R. On a done 

~(;.lu~ + ... + ;.,u,) = ~(;~u~) + ... + 4'(;.,Un). 

On peut  toujours  choisir les ul "" u,, tels que ~ (u , )  . . . . .  ~b(u,,) = 1, on a done  

~'(2~ui) = Fj)q) ,  i = 1--- n, d ' o~  

~(;qu~ + ... + 2,,u,,) = F~(,;q) + ... + Fn(2n) 

avec F 1 , . . . , F n ~ o ~ ,  ceci ddfinit un espace La~(~,p) avec F~ = {1 . . .n},  

I~ = 6~)  + ... + 6tn ~ d'of i  le thdor6me. 

II donne done une earactdrisation des espaces L ~  dans les ~O-espaces rdticulds. 

Remarquons  que le thdor~me obtenu est I 'extension naturelle des rdsultats type 

K a k u t a n i - N a k a n o .  

Si la classe ~-  est rdduite 5, {x p} on obtient  les thdor~mes classiques [1] sur les 

L p. Ce thdor6me tr~s simple mont re  en quoi  les espaces L p sont particuliers. II est 

facile de voir  que c 'est  le seul cas oh ~- se rdduit 5, un dldment. 

B) F-espaces.  On sait que tout  espace vectoriel m~trisable E a une s t ructure  

uniforme ddfinissable 5, par t i r  d ' une  pseudo-norme que nous noterons  ici r 

plut6t  que F (notat ion de [5]), pour  dviter les confusions. 

On  a done  ~: E - -*R + 

1) ~ ( x ) = 0 ~ x = 0  

2) ct(x + y) __< ct(x) + c~(y) 

3) o~(2x) __< ~t(x), [ 21 __< 1 

4) ~(x.) ---, 0 ~ ~(2x.) ~ 0 

5) ;., --. o ~ ~( ;.,x) --, o 

L 'u l t r ap rodu i t  de tels espaces est dtudid dans [9]. La thdorie faite ici des espaees 
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L~ ne n6cessite nullement que les fonctions F consid6r6es soient convexes dans 

la mesure o/~ l 'on ne s'int6resse pas aux espaces de Banach. I1 suffit par exemple 

de supposer F croissante continue. 

Les th6or~mes de caract6risation s'6tendent par des m6thodes analogues 

celles d6velopp~es dans [9], dans le cas des espaces r6ticul6s, il faut simplement 

s'assurer que les suites d6croissantes d'616ments positifs sont convergentes, ce 

que l 'on fait comme dans le cas p < 1. On peut donc ainsi completer les r6sultats 

de [9] par l'~tude des L~ of~ ~- est simplement form6e de fonctions croissantes. 
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